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ESTUDO DO MOVIMENTO BROWNIANO

l. Introducéo

O movimento Browniano ja deve ter sido olservado ma experiéncia de
Millikan: algumas gotas tinham movimento cadtico, sem direcéo preferencial, que
chegava a perturbar a medida dos tempos de percurso. A causa deste movimento esta
reladonada cm a natureza discreta do gas atmosférico; 0 ar ndo e um fluido
uniforme, mas e formado de moléculas. A gota esta sujeita a togques com as
moléaulas em todas as diregdes. Se a gota for suficientemente pequena, 0 nimero de
choques num dado intervalo de tempo, num dado sentido, pode ndo ser exatamente
compensado pelo nimero de choques no sentido opato, dai o deslocamento.

A frequéncia com que ocorrem as colisdes, ou as distancias percorridas entre
colisdes sucessvas estdo relacionadas também com as caracteristicas fisicas do meio,
gue ddo conta do movimento térmico das moléculas que o compdem. Consulte &
referéncias bibliogréficas (ref. [1 a 6]).

A teoria dnética dos gases também prevé uma distribuicd de energia das
moléaulas, a energia média é proparcional a0 produo KT (equiparticdo de energia).
Assim, a energia dnética das moléculas aumenta com a temperatura e aumenta
também a energia transferida num choqte.

O movimento cadtico da gotinha de 6leo noar estareladonado com a agitaggo
das moléculas do ar e com 0 nimero de moléaulas por unidade de volume. A medida
do deslocamento médio da gotinha permite clcular o numero de Avogadro. Para uma
andlise estatistica consulte 0 apéndice A e asreferéncias[3,8 e 9].

Il .- Experiéncia

O instrumental € o mesmo que foi utilizado para a eperiéncia de Millikan.
Uma gotinha de 6leo de tamanho conveniente é euilibrada entre a placas do
condensador e sd0 observados us movimentos numa dada diregdo. Os gjustes do
aparelho e dailuminag@ devem ser feitos damaneiraja mnhedda

A andlise quantitativa do movimento da gotinha permite @lcular o nimero de
Avogadro através da expressao:

_ Rt
3malx*C

A
Onde R e a onstante dos gases perfeitos (=8.37x10° erg/mol K), T a temperatura
absoluta do sistema (K), n o coeficiente de viscosidade do ar, a 0 raio dagota, t o
intervalo de tempo em que sd0 observados os deslocamentos e <x*> o deslocamento
guadrético médio (veja por exemplo asreferéncias[1 a 6]).

As questbes a seguir devem ser usadas como arientagdo paera aredizacé da expe-
riéncia:

- Qual a melhor direcéo a ser escolhida para observacdo do movimento Browniano
(vertical ou haizontal)?



- Levando em conta 0 processo que produz esse movimento, faga uma estimativa do
tamanho dh gota escolhida

- Reportando-se a experiéncia de Millikan, qual a grandeza mensuravel que pode
fornecer o raio da gotinha? (veja apéndice B para estimativa inicia do raio da gota).
Procure uma gotinha de modo que seu raio pcssa ser determinado com erro da ordem
de 5%.

- Observe 0 movimento da gota na dire¢do escolhida e faga uma colegdo de medidas
de sua posi¢ép, tendo em vista obter <x*> (x 0 deslocamento em cada intervalo de
tempo) com um erro menor que 10%. Faca pelo menas 200 medidas de deslo-
camento, usandointervalos de tempo de 10s.

- Construa histogramas de deslocamento paraintervalos de 10s, 20s e 30s. Obtenha 0°
para os trés histogramas, usando & métodos descritos no apéndice A.

- O numero de Avogadro N, deve ser calculado wsando 62 ou <x*>? Justifique sua
resposta

- Cdcule o nimero de Avogadro Na e andise a necessidade de corregd para o
coeficiente de viscosidade. Ver apéndice B para obter a viscosidade.

- Calcule o erro associado a determinagdo de Na e discuta ainfluéncia dos fatores
significativos.

- Fa@a uma introdugdo ao trabalho hbeseada na bibliografia citada e no desenval-
vimento da parte experimenta realizada. Procure justificar o método uilizado e o
calculo donumero de Avogadro.
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APENDICE A

Determinacéio de <x*> pelo método dos minimos quadrados.

Os métodos descritos abaixo ndo se restringem a experiéncia de movimento
Browniano, mas podem ser aplicados em geral, para guste de uma funcdo arbitraria
de n parametros.

Como foi visto acima, o nimero de Avogadro, cuja obtengéd é um dos
objetivos desta experiéncia, pode ser expresso como:

RTt

Vamos tratar da avaliagio de <x*>: <x*> ou o dksvio quadrético médio, pode
ser calculado dretamente da flutuacgdo dcs deslocamentos. De fato, lembrando a
definicdo de variancia
o\ 2
2 (Xi - X)

o; = N = xX* O+ xO3 )

A

e lembrando qe amédia <x> é nula (ndo ha diregdo preferencial para o movi-mento),
temos [X* = 0%, calculado dretamente dos dados.

Esta é uma primeira estimativa e deve ser encarada como tal. Deve-se tratar o
problema de um modo mais complexo, mas que pocdk ser generalizado para avaliagéo
de pardmetros de uma aurva qualquer. Os deslocamentos de distribuem de acordo com
uma gaussana de média zero e variancia [X* = 0% . A gaussana normalizada édada

pela expressio:

XZ

P(x) = e 2’ 3)

1
N 210
O histograma dos deslocamentos tem A como pas uilizado ro eixo x dos
deslocamentos, y; € 0 nimero de vezes que um deslocamento x; € observadoe N éo

numero total de medidas (N = Z Yy, ). Supondo ma distribui¢do gaussiana para os

deslocamentos e sabendo que a &ea sob o hstograma experimentad é NA, o

histograma experimental deve ser comparado com a gaussanaf(x) dada por:
2
NA K
f(x)=—r—e

\ 210 @)

O melhor gjuste dard o, ou seja <x>>. O melhor valor de o poce ser estimado
pelo método de minimos quadrados, que @nsiste an Minimizar a expresséo:

2 _ A Eyi_f(xi)j
- L (5)
|-1D y| D



oncey; é o nimero de medidas no canal de histograma eentrado em x; e f(x;) o valor
dagausdanano cana centradoem i (ver ref. [4]).

ox°?

Neste @so, poder-se-ia wlocar =0 eresolver aequagcdo em 0, masesta €

ndo linea e mmplicada. Este problema pode ser contornado ca maneira descrita a

seguir.
O uso cey; no denominador de (5) pressupde que o erro associado ao valor do

canal i sga \/7. ou sga, que a contagem no canal y; se distribui segundo uma airva

de Poisson. Esta aproximagdo é razodvel, mas tende a superestimar o erro (a
distribuicdo correta é abinomial).

Process para minimizar o x>

2

O método @ra minimizar o x> Nos casos em que aequacio % =0 ndo poce
ser resolvida sem grandes dificuldades é o seguinte:

- calcula-se 0 x? para vérios valores do parametro da curva tedrica, no caso o,
em torno dovalor de uma primeira estimativa (aqui avariancia, oy).

- faz-se um gréfico dos x*s em funcéo doparametro variado o.

- localizase no gréfico o minimo, e repete-se 0 procedimento em torno do
minimo, refinando ovalor do parémetro (o).

Achado este valor (o,), deve-se determinar seu erro. Esta tarefa € bem mais
compli cada.

Processs para avaliar o erro.

S&o apresentadaos trés métodos usua mente empregados para esta finalidade.

Processo 1 (Especificamente para o caso de airvas que dependem de apenas um
pardmetro)
Calcula-se 0 erro pa propagagao:

g u
=3 0 = Sy

j& que g=y; no nosso caso. A dificuldade deste método, no presente @so, esta en

avaliar 9o , J& que ndo temos o em funcdo de y;. Mas a cond¢do de minimizaggo de

2
X2, ‘ZX =0, pock ser derivada em relagéo ay;:
o
82 2
X" _p
oy, 0o
2
Pode-se entéo separar —— . Mas o cdculo élongo.



Processo 2 (este processo, mais numérico, € mais frequentemente utilizado em
programas de mmputador)
A ref. [9] trata do gjuste por minimos quadrados de funcoes lineares ou réo

nos parametros. Demonstra-se que o erro € de um parametro g € sf = a}jl onck a}jl
€ 0 elemento diagonal da matriz inversa usada na expressio:

_ 1 ) a(x)
V=2 5 da, Oa,

(Vegatambém a gostilado pimeiro bimestre de Lab. EstruturadaMatérial)
NO N caso, SO haum parémetro, o. Portanto:

_ o 1) O
all_zyi o0 B
2=ql= 1
a — Y11 T 1[ﬁf(xl)ﬁ

Zyiﬁ do H

0
A derivada —— é trivial. Este processo que da vaores exatos para uma

o
funcdo linear nos parametros, fornece bors valores & cdculado rasituagé em que x°
€ minimo em todas 0s pardmetros.

Processo 3 (estimativa utilizada em situagdes complicadas)

Quando ocdculo do erro se torna demasiadamente wmplexo, € comum em
fisica experimental, se usar a seguinte regra (ref. [9]):

- achado o vaor minimo (0,) com Xx?=x>%, procura-se o valor de o tal que
X%s=X’s+1. Em geral héa dois valores, um inferior e um superior. Estes delimitam uma
faixadeinceteza epode-se estimar €5 como a metade deste intervalo.

Do mesmo modo qe foi posdvel avaliar <x*>; a partir dos dados, existe a
possibilidadede avaliar o erro de <x*>. De fato, quando se faz uma medida repetidas
vezes, espera-se que os valores se distribuam segundo uma gaussiana, com largura
igual a0 erro. E possivel achar um “erro” do erro dado pa:

(0}
E =

o m(reﬂ [10], pg. 18)

once o é 0 ero damedida. Vea asemelhanga com a experiéncia redizada. Tentar
medir a posi¢do da gota que sofre movimento Browniano leva a uma indeterminacgéo
grande da pasicdo. Mas o interesse ndo esta na posi¢do, mas na flutuagéo da posicéo,
ousejanoerro dapasicao, que seriadado pa <x>>. entdo oerro de <x*>; nadamais é
que 0 erro doerro e pode-se escrever:



x°0
£ -
7t J2N -2

E claro que, do mesmo modo qe o? = x*[ ,E,, € Uma primeira groxi-

macd gLe deve ser encarada como tal, como porto de partida e ordem de grandeza.

Caso geral de uma funcao de varios par ametr os

Desde o inicio, foi imposto, como justificativa que a distribui¢cdo tinha média
zeo e aeaN. No entanto, pode aontecer que por dguma razio hgja uma direcéo
preferencial: vento, capadtor ndo nivelado etc. Além disso, a arva poce ter uma
deformacio e sua area ndo ser N mas um outro valor préximo (embora seja dificil
aceitar que a &eando segjao nimero de dados tomados!).

Mas para efeito de exemplo, vamos considerar que os trés parametros néo
sgjam determinados (embora sgja necessario ter valores iniciais estimados). A ref. [9],
cap. 11, trata de varios modos de determinar estes par@metros. O proces® mais
simples € 0 dagrade, descrito aseguir.

A funcéo que queremos gjustar €

_(x—w)?
e 20’2

NA
F(X)=——=
N 2ro
com valoresiniciais o = /x>, N 0 nimero de dados e p=<x>.

- fixarse dois paréametros (por exemplo o e N)

- varia-se 0 parametro livre (no caso a pasicao ) até achar o minimo X2

- fixa-se este parametro novalor corresponcente @ minimo X2, o € mantendo

um dos outros fixos (p. ex. N), varia-se s até achar o novoy?> minimo.

- fixa-se 6 em g, (noMinimo) e varia-se o tercaro pardmetro (N) até encon-

trar o menor X2

- voltarse a inicio, reaomegando-se mm o novo(e melhor) conjunto de

parémetros.

O processo € repetido até que os parametros ndo variem significativamente de
uma iteracdo para outra, assm como o valor de x> minimo. Tem-se ent&o, o melhor
valor para os trés pardmetros smultaneamente. Este método poa ser estendido a n
parémetros mas torna-se tedioso e de convergéncia lenta. Para avaliar o erro pode-se
usar 0 processo 2, montando-se a matriz a N0 minimo x2 e invertendo-a. Ou entdo, o
processo 3, para cala pardmetro, mantendo @ outros fixos em seus portos de minimo.

Caso os dados apresentem uma média significativamente ndo nda (em relagéo
a largura da distribuicdo), deve-se minimizar o x? em ¢ e u simultaneamente @mMo
descrito logo acima. No caso de p=<x> ser desprezvel em relagdo a g, 0 processo de
um parametro, o, pode ser usado. No caso de p 20, 0 que se usa na equacdo (1) para
cacular Na, 0 ou<x®>? Justifique.



APENDICEB

| - Correcdo para ovalor da viscosidadedo ar

Tendo em vista que o démetro da gota € mmparavel com o livre aminho
médio das moléculas noar (L ~ 10° cm), ndo se poce desprezar and hamogeneidade
do fluido. Desta maneira, requer-se detuar uma @rregd no coeficiente de

viscosidade do ar:
-1

n= ’70%+LD
p.a

onde p € a pressdo atmosférica, no o coeficiente de viscosidade a temperatura
ambiente eb=6.17.10" (cm de Hg) cm, quandoa pressao for medida em cm Hg.

Os vdores de hy em fungdo da temperatura estdo representados no gréfico
seguinte.
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Il - Estimativa do raio da gota

Ralodagota(cm. 10 -3)
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Representacéo doraio dagotaem funcd dotempo de queda. O tempo representado
na acissa corresponce a um espaco percorrido de Imm.



